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2 Mathematische Grundlagen

2.1 Matrixalgebra

Es seiem undB die Matrizen

a1 aiz -+ A bi1 b1z -+ by

azi dazz -+ Ay b1 bap -+ by
A= . . . . bzw. B = . .

anl Ap2 - dpp biu b -+ bu

FirC = A+ B (nur definiert flrm = k undn =) gilt:
cij=a;jjxb; (=1...m, j=1...n).
Fir das Produkd = AB (nur definiert furk = n) gilt:
dij = ai1byj + aizbyj + ... +aiub,; (=1...m,j=1...1).
A~1 die Inverse dequadratischer{m = n) Matrix A, ist definiert durch
A'A=AATT=E,
wobei E die Einheitsmatrix mit den Komponentepn = §;; darstellt. Es gilt

[a];;* = Aji/ det(A)

wobei
aix diz - di
dz1 dz2 -+ dp
detA)=| . .
ap1 A2 - Ay

ist, undA ,, die (n — 1)-reihige Determinante, die aus @&} durch Streichung desten Reihe und
dergten Spalte gebildet wird, multipliziert mit-1)7*4, z.B. gilt firn = 3

daz1 dz3
aszi ass

App = —




2.2 Kiristallographische Basis

Die Kanten der Elementarzella:, a, az}, mit der entsprechenden reziproken Bdais a3, a}},

wobei gilt
% ary X as
al =
a; - (az x az)
usw. Fur die 7 Kristallsysteme gelten die in Tabdlleusammengestellten Beziehungeniét der

Winkel zwischera, undas usw.).

Tabelle 1: Die kristallographischen Basen der 7 Kristallsysteme.

System ap dp das o1 oo o3
kubisch a a a|mw/2 w/2 n)2
tetragonal a a c¢|7w/2 w/2 =n)2
orthorhnombisch ¢ b ¢ |7n/2 7/2 =/2
trigonal a a a| « o o
hexagonal a a c¢ |n/2 w/2 21/3
monoklin a b c¢|w/2 B w2
triklin a b c¢| « B v

2.3 Orthonormale Basis (kristallphysikalisches System)

Eine orthonormale BasiB = {ey, e, e3} hat die Eigenschaften

1 00
ei-ej=8ij mit (Sij: 8 é 2

und
. 1 rechtshandig (Standard)
e (€2 €)=\ _1 inkshandig '
Standardwahl der Basis: s. Tabelle
2.4 Tensoren
Beispiel: Leitfahigkeit
j=oFE

J = Stromdichte (Vektor)E = elektrisches Feld (Vektory, = elektrische Leitfahigkeit{ensor
zweiter Stufe). In Komponenten:

J1 011 012 013 Eq1
Jo | =\ o021 022 023 E> |,
J3 031 032 033 Es
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Tabelle 2: Orientierung der kristallographischer)und kristallphysikalischeref) Koordinaten-

systeme.

Punktsymmetrie | ay, ay, a3 o1, A2, 03 e e e3

Triklin:

1,1 az=c oy =0o > 1/2 | (0100 L (010 | [001]
<ai1=a a=p>m/2
< daz = b o3 =Yy

Monoklin:

2,m,2/m az=cl 2,2 o =0 =1/2 | [100] L (010 | [001]
ai=a a=B=m/2
<a=b az=7y >m/2

Orthorhombisch:

mm2222mmm |as=c| 2,2 o =o =m/2 | [100] | [010] | [001]
ai=al 22 w=p=m/2
a=>b|272 az=y =m/2
c<a<b

Trigonal:

3,3323m3m |ai+a;+as)33 |o=wm=as=ca|L 110 | (110 | [111]
a; | moder(011) || 2

Hexagonal:

6, 6,6/m, 622 az=c| 6,6 o =y =1/2 | [100] L (0100 | [001]
6mm 6m2 6/mmm| a1, a5 || 2,2 oz = 27/3

Tetragonal:

4,4, 4/m, 422 az=c| 44 o0 =ap =03 | [100] | [010] | [001]
4mm42m 4/mmm| a1, az || 2, 2 =1/2

Kubisch:

23, m3 432, a;| 4,422 o =0y =as | [100] |/ [010] | [001]
43m m3m (111 | 3,3 =1/2

d.h.
3
Jk = ZUszz
=1

bzw. in der Kurzform
Jk =ou k.

p (Skalar)  Tensor 0. Stufe 1 Zahl
pr (Vektor) Tensor 1. Stufe 3 Zahlen

Pl Tensor 2. Stufe 9 Zahlen
Pkim Tensor 3. Stufe 27 Zahlen
UuSsw.

Transformation von der Basi = {e1, e,, e3} zur BasisB’ = {e}, €}, e;}:



€1 € e3

6’/1 ail diz 4dis
6’/2 a1 dzz dz3
e; | az asz ass
Tabelle3 fal3t die Transformationsgleichungen fiir Tensoren zusammen.

a . = Kosinus des Winkels zwischez) unde.

Tabelle 3: Transformationsgleichungen fur Tensoren

Stufe B — B’ B — B
0 t'=t t=t
1 ti/ = Cll'jtj i = Cljit}
2 ti/j = AixAjily lij = akialjt,él
3 ti/jk = Q1A jmAknlimn Lijk = aliamjankt[/mn
4 ti/jkl = AimA jnAkoQiptmnop | tijk = amianjaokaplty/nm)p

Es seienxy, x2, x3) die Koordinaten eines Punktes. Aus der Tabelle folgt:

t; transformiert wiex;,

t;; transformiert wiex;x;,
t;jx transformiert wiex; x ;x;
usw.

Far die Koeﬁ:iZientemi]’ gllt Aixajx = A dgj = O und
ail diz dis
dei(a) = | ax az ay|==+1
aszy dszz dadss
(Bei deta) = —1 andert sich die Handigkeit der Achsen).

2.5 Symmetrische und antisymmetrische Tensoren, Hauptachsen

Ein TensorT zweiter Stufe heil3ymmetrischwennt;, = #; ist, undantisymmetriscHiir ¢, =
—1;. Ein beliebiger TensdF 143t sich als Summe eines symmetriscfi€@hund eines antisymme-
trischen Tensor$® darstellenT = T + T, mit ) = 3(t; + t;) undt = (t:; — 1;0).

Ein symmetrischer (antisymmetrischer) Tensor ist auch nach einer Koordinatentransformation
symmetrisch (antisymmetrisch). (Beweis einfach). Hitaeiptachsast eine Richtung, in der der
Vektor b, auf den der Tensor wirkt, nicht rotiert, d.h. es gii = Ab. Fur einensymmetrischen
Tensor 2. Stufe kann man immer mindestens 3 Hauptachsen finden. Beweis: In Komponenten gilt
fur eine Hauptachse

(t1n—A)p1+tizpa+tizps = 0
tiop1 + (to2 — A) p2 + tazps =
tizp1+tzp2 + (tzz—A)ps = 0

o
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Bei homogenen Gleichungen muf} die Determinante verschwinden:

11— A 112 113
fiy  fo— A 123 =0.
13 fr3 f33— A

Dies ist eine kubische Gleichung fiir die bei reellen Koeffizienten immer mindestens eine reelle
Losung hat. Wahlen wir diese Achse als erhalten wir nach der Transformation den symmetri-
schen Tensor
ty— A 1o 0
T = t, th—Xi 0
0 0 A3

Die anderen beiden Losungen ergeben sich aus der Gleichung

13— A 12
/ /
fp tp—A

-

ZUu

1 / / / / /
Mo = > |:(f11 +15,) £ \/(tll — 1p)% + (Ztlz)z]

und sind ebenfalls reell.

Zwei Hauptachsed®, 5@ mit unterschiedlicherHauptwertem., A, sind orthogonal. Beweis:
Aus

1 1
tijb; ) = )\1[71( )
2 2
tjib; ) == )\zb; )
folgt
bPbd =bPnb = b - b?,
bP1;ib? =P 0b? = 1b® - b,

Aufgrund der Symmetrie von; sind die linken Seiten gleich und es gilt; — A2)b® - 5@ = 0.
Ist 11 # A, stehenb™® undb® senkrecht aufeinander, sonst ist jede lineare Kombinatiorb¥on
undb@ eine mogliche Wahl der Hauptachse.

2.6 Vektorprodukt

Definition: Das Vektorprodukt der Vektorgnundgq ist der antisymmetrische Tensor 2. Stufe
Vij = —priq; + pjqi
oder
O —r3 2

V= rs O —r
—r ri O
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mit
rys = p24s3 — p3qz2, T2 = p3gi— pi1g3, 13 = pig2 — p2ga3.

r; kann als Vektor betrachtet werden. Die Transformationsgleichungep;fgr einerseits (s.
oben) und; andererseits sind jedoch unterschiedlich. Es gilt namlich

/
ri = det(a)a;;r;.

Vektoren, die wie; transformieren, hei3eaxiale Vektoren, und die, die wig;, g; transformieren,
polare Vektoren.

Polare Vektoren Ortsvektor, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, elektrisches Feld, Polari-
sierung ...

Axiale Vektoren Drehgeschwindigkeit, Drehimpuls, Rotation des elektrischen Feldes. ..

2.7 Tensorflachen
Eine allgemeine Flache zweiter Ordnung laf3t sich schreiben als

S11X2 + $20X3 + 5335 + 2(s12X1%2 + S23%2X3 + $31%3%1) = 1.
oder kurz

SijXiXj = 1
mit s;; = s;;. Transformation zur Basig;, 5, e3} ergibt
SijariA Xx] = spxx; =1
mit
S]/d = Qi Aaj;Sij -
Die Koeffizientens;; bilden einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe. Die Flache ist eine geo-
metrische Darstellung des Tensors.
Wenn wir dieHauptachserals Koordinatenachsen verwenden, 8atie Form
S1 0O O

S=]10 s, O
OOS3

Sindsy, s> undsz alle positiv, ist die Flache ein Ellipsoid mit den Halbachsenlang@épsi, /1/s-,
A/ 1/S3.

In der Hauptachsendarstellung vereinfacht sich die Tensorbezighuag;;¢; zu

P1=1q1, p2=12q2, p3=I13q3.



2.8 Einflul? der Kristallsymmetrie

S sei ein symmetrischer Tensor mit den Hauptwesten,,ss.

Daskubische System hat mindestens 4 dreizahlige Achsen. Die Tensorflache kann daher nur eine
Kugel sein, d.h. alle kubischen Kristalle sind fiir solche Eigenschétarop. Es gilts; = s, = s3
in jedem Koordinatensystem.

Dastrigonale, dastetragonaleund dashexagonaleSystem haben jeweils eine Achse (3-, 4- bzw.
6-zahlig), die nur ein Rotationsellipsoid zulaf3t. Wenn die Rotationsachse als die dritte Hauptachse
gewahlt wird, gilts; = s2 # s3.

Bei allen anderen Systemen sind die drei Hauptwerte verschiegdenst # s3).

Dasorthorhombische System besitzt drei senkrecht aufeinander stehende zweizahlige Achsen.
Diese sind die Hauptachsen.

Dasmonokline System hat eine zweizahlige Achse, die parallel zu einer Hauptachse (2) ist. Die
beiden anderen mussen in der dazu senkrechten Ebene liegen, habe aber sonst keine besondere
Orientierung relativ zu den Kristallachsen.

Dastrikline System hat héchstens ein Inversionszentriijm Die Hauptachsen haben keine spe-
zielle Orientierung.

Tabelle4 zeigt die Anzahl der Zahlenwerte, die angegeben werden missen, um eine Eigenschatft,
die durch einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe dargestellt wird, zu spezifizieren.

Tabelle 4: Anzahl der Zahlenwerte, die abh&ngig vom Kristallsystem benétigt werden, um einen
symmetrischen Tensor zweiter Stufe zu spezifizieren.
System Anzahl
kubisch
tetragonal
orthorhombisch
hexagonal
trigonal
monoklin
triklin

DA NNWNPE

3 Magnetische Eigenschaften

Zwischen den FelderB und H und der Magnetisierung besteht die Beziehung
B=u,(H+1)

mit
I =xH.



Die Suszeptibilitat ist ein Tensor. In Komponenten gilt:

I = xijH;
und
Bi = po(H;i+ 1)
= Wo(8ij + xij)H;
= MoMijH,
mit
Wij = &ij + Xij
oder ausfihrlich
M11 M12  M13 14+ 11 x12 X13
M21 M22 M23 | = x21 14+ x22 o3
M31 M32 33 X31 x32 14 xa3

Die Anderung deEnergiedichte W ist

dW =H -dB = HidBl' = [,Lo[,Linide.

Damit gilt
ow o
8Hj — MOMU i
und
W
oHoH, M
Ahnlich folgt
’w
oH0H, M

Fir die FunktionW gilt aber (Satz von Schwarz):

A 4
dH0H; 9H;0H,

und damit
Mij = Hji-
Die Tensoren und x sind alsasymmetrisch



4 Elektrostatische Eigenschaften

4.1 Grundlagen

Grundgleichungen:

P = e xE
D = ¢E+ P =¢,cE
e = 14y
bzw. in Tensorschreibweise:
P = €xijEj
D; = €FE;+ P =¢€;E;

€j = i+ Xij
Plattenkondensator: Plattenabstand, Spannungd’.
(a) Ohne Dielektrikum: Ladungsdichtec=, Feld: E' = o'/e, = V/d.
(b) Mit Kristall: Ladungsdichte =, Feld: E =o/¢, = V/d = E'.

Da die Tangentialkomponente des Vektdrstetig ist, sind alle E-Feldvektoren senkrecht zu den
Platten. Es seieR” bzw. D" die Feldvektoren in der Liicke zwischen den Platten und dem Kristall.
Es gilt E” = o /e, und daheD” = o. Im Kristall ist D im allgemeinen nicht parallel z&. Die
Komponente vorD parallel zuE (D) muR jedoch gleictD” sein (Kontinuitatsbedingungen fur
D). Daher folgt fur die Kapazitatsanderung:

C o D!

Eza/_eoE

D! ist die Projektion vonD auf E, d.h.D - E/E. Es sei(ly, I, [3) der Einheitsvektor parallel zu
E. Dann folgt:
D! = eo(ellf + ezlg + 63132,)E = ¢.¢, F,
wobei
€, = ellf + ezlg + 63132,
die effektive Dielektrizitdtskonstante in Richtung des Feldes darstellt. Die Kapazitatsmessung

bestimmte,:
C

6 =
Geometrische Interpretation: Die Gleichung fur die Tensorflache ist

€.

Ele + szg + 63x§ =1

Es seir der Radius der Flache in Richtung des E-Feldes. Dann gilt fir den entsprechenden Punkt
auf der Flachex; = r/;. Einsetzen in die Gleichung fir die Tensorflache ergibt:

”Z(Ellf + Ezlg + 63132,) =r2, =1

Mit der MeB3methode bestimmen wir den Radius der Tensorflache in der gewéhlten Richtung.
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4.2 Elektrostatische Felder im Kristall

In Vektorschreibweise lauten die Maxwellgleichungen (mi= Ladungsdichte ung = Strom-
dichte):

V-D = p
V.-B =0
VxE = —B

VxH = j+D.

In Komponentenschreibweise lautet die erste Gleichung:
aD;
axi N

oder mitD; = €.¢;; E;
E;
EoEijf =pP

Im statischen Fall is¥V x E = 0, undE lafit sich als Gradient eines skalaren Potentials darstellen:

a
E;= __¢’
an
und damit gilt
0%¢
€€ij——— = —p.
! axiaxj p
In der Hauptachsendarstellung vereinfacht sich dies zu
%9 P
€—— = ——.
axiaxi €

1/2

i

Schlief3lich erhalten wir mit der Substitution= ¢
Gleichung

X; (keine Summation) die bekannte Poisson-

d%¢p N 3%¢ N %  p
0X10X, 0X.0X, 0X30Xs @ &

5 Pyroelektrizitat

Anderung der Polarisierung durch eine Temperaturanderung:
AP, = p;AT.

p: Eigenschatft als Vektor.

Voraussetzung fur das Auftreten der Pyroelektrizitat: mindestens eine gegenuber allen Symme-
trieoperationen der Gruppe invariante Richtung (einzigartige Richtung). In Tabslied die
Punktgruppen aufgelistet, bei denen Pyroelektrizitat moglich ist.
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Tabelle 5: Punktgruppen, in denen Pyrooelektrizitat vorkommen kann, mit Angabe der mdglichen
Richtungen des Polarisationsvektgrs

System Punktgruppg p

triklin 1 (p1, p2, p3)
monoklin 2 O, p,0)

m (1,0, p3)

orthorhombiscH mm2 (0,0, p)
tetragonal 4, 4mm (0,0, p)
trigonal 3,3m 0,0, p)
hexagonal 6, 6mm (0,0, p)

6 Mechanische Spannung

Spannung = Kraft/Flache. Spannungstensor:

011 012 013
o = 021 022 023 |.
031 032 033
Interpretationo;; ist diei-Komponente der Spannung, die auf eine Flache wirkt, die senkrecht zu
x; steht. Die Kraftf, die auf ein beliebiges Flacheneleméntwirkt, ist durch

8fl = Uij(SAj

gegeben. Gleichgewicht;; = o;; (Symmetrischer Tensor). Hauptachsendarstellung:

01 O O
o = 0 02 0 .
0 0 03

Spezialfalle:
Einachsige Spannung:

Zweiachsige Spannung:

Hydrostatischer Druck P:



Reine Scherspannung:

-0 00 0 o O
o=| 0 o o ROLASUM3 [ 4 4
0 00 000

Die Spannung ist eifeldtensor.

7 Verformung

Verformung in einer Dimension: R}, Q (x 4+ §x), Verrickungu (x):
P=x) — P=Gx+u)
Q=(x+d8x) — Q =(x+3x+u+du)
Die Deformatione(x) an der Steller ist definiert als der Grenzwert der relativen Langenanderung
far sx — O:
PQ —PQ du

= lim ——— = —.
¢ T 500 PQ dx

Verformung in zwei Dimensionen: Betrachten wir das durch die Punkte(l;, x2), Q1 = (x1 +
dx1, x2) und Q = (x1, x2 + dx2) definierte Rechteck. Abkurzung:

aui
eij = —.
0xX;
J

Die Wirkung der Deformation ist:

P =(x1,x2) —> P’ = (x1+us,x2+ uz)
01 = (x14+68x1,x2) —> Q7 = (x1+ 8x1 + ug + €116x1, x2 + uz + e218x1)

Q2 = (x1, X2+ 8x2) —> Q= (x1+ u1 + €128x2, x2 + 8x2 + uz + €228x7)

Um die Verformung besser sehen zu kénnen, verschieben wir P ‘vadflen Ursprung des
Koordinatensystems. Die Verschiebungen varu@d Q relativ zum Punkt P bzw.’RBind dann:

Q1= (8x1,0) — Q] =8x1(1+ e11, e21)
02 =(0,8x2) —> Q) =8x2(e12. 1+ e22).

Damit erhalten wir eine einfache geometrische Deutung der vier Paragneter
e;; ist die Verschiebung von (parallel zux;, bezogen aut;.
Die Deformation eines beliebigen Vektorszum Vektorx’ ist durch:
Xi = €ijX;

12



gegeben.

Die obige Behandlung eliminiert eine starre Verschiebung des Festkdrpers, jedoch nicht eine lokale
Rotation. Eine Rotation um eindieinenWinkel o wird durch derantisymmetrischemensor

= (e )

dargestellt. Die/erzerrungdefiniert man daher als dsymmetrisch&eil vone;;:

Verzerrung: € = }(e~ +ei) = 1 (% 4 aﬂ)
l 2 Y /! 2 an axi

Rotation: r;; = }(e». —ej) = } (% _ aﬁ)
Y 2 Y /! 2 an axi

Deformation in 3 Dimensionen: die obigen Gleichungen fur den Verzerrungs- und Rotationstensor
gelten in gleicher Form fur 3 Dimensionen { = 1, 2, 3).

8 Thermische Ausdehnung

Verformung proportional zur Temperaturédnderung
€ij = Olij(ST.

Die «;; sind die thermischen Ausdehnungskoeffizienten. Sie bilden einen symmetrischen Tensor
zweiter Stufe. Bezogen auf die Hauptachsen ist dies ein Diagonaltensor mit den Haupauerten

Beispiel: Anderung der Netzebenenabstande in einem orthorhombischen Kristall. Die Formel fiir
den Abstand der Netzebenén hi,hs) ist

d?>  a?

Bei Anderung der Gitterparameter wegen einer Temperaturanderung ist die relative Anderung von

d durch ) )
5d h<da; :
o dZI_a — dZO(l,h_l(gT
d al 2

1 1

gegeben.

9 Piezoelektrizitat

9.1 Direkte Piezoelektrizitat
Eine mechanische Spannung erzeugt eine Polarisierung:
P = d;jxo .

13



Der piezoelektrische Tensarist ein Tensodritter Stufe. Aufgrund der Symmetrie des Tensers
erscheinen die Koeffizientefy, mit j # k nur in Termen der Forn; jx + dixj)oj«. ES ist deshalb
nicht moglich.d;j, undd;; getrennt zu messen, sondern nur die Surdmet d;;;. Es wird daher
d;jx = d;xj gesetzt. Dies reduziert die Anzahl der Parameter von 27 auf 18.

Matrix-Schreibweise: Um die Anzahl der Indizes auf 2 zu reduzieren, wird folgende Substitution
gemacht:
dix =d (k=123
dia = 2di23  dis = 2d;j13  die = 2d;10.
11 22 33 23,32 31,13 12,21
1 2 3 4 5 6

Anwendung aub ergibt

Schema:

011 012 013 01 Oe O5
021 022 023 = Og O2 O4
031 032 033 05 04 O3

Es gilt dann die vereinfachte Matrixgleichung:

Pl' = dij0j~

Die MaR3einheitenvond;; sind C/N = m/V.

9.2 Inverse Piezoelektrizitat

Ein elektrisches Feld verursacht eine Verformung:

J— / .
€jk = dijkEl'

Es gilt abew;;, = d;;x (Beweis: Thermodynamik) und damit

€jk = dijrE;.
Mit der Substitution L
€11 €12 €13 €1 €6 3€5
1
€21 €22 €23 = €6 €2 €4
1
€31 €32 €33 5€5 €4 €3

l&Rt sich der inverse piezoelektrische Effekt ebenfalls in Matrizenform schreiben

€j = dijEi~

9.3 Einflul} der Kristallsymmetrie auf den piezoelektrischen Tensor

Eine Symmetrieoperation ist eine Koordinatentransformation, die die Werte der Koeffizignten
nicht verandern darf. Dig, transformieren wie;x;x;. Viele Symmetrieoperationen vertauschen
einfach die Koordinatenachsen. In diesen Fallen ist es meistens einfach, die Symmetgign der
durch direkte Inspektion zu bestimmen.
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Beispiel: Inversion Die Inversion bewirkt die Vertauschung
1- -1 2—- -2 33— -3
und damit
XiXjXp —> —XiXjXg
sowie
dijk = —dijk.

Die Symmetrie verlangt abekt;, — d;;x. Dies ist nur méglich, wenn alle Koeffizienten 0 sind.
Zentrosymmetrische Kristalle zeigen daher keinen piezoelektrischen Effekt.

Beispiel: Punktgruppe2 Mit der zweizéhligen Achse parallel zu erhalten wir die Transfor-
mationen

l1—- -1 2—- -2 3-> 3
Wir betrachten die 18 Koeffizienten ditatrix: Andert sich das Vorzeichen, muRR der Wert 0 sein:

i Km +£]1§ Km =£]§j Km L] Km ] kKm £[i km =
11 111 - |12 122 -|13 133 -|14 123 +|15 113 +|16 112 -
21 211 -|22 222 -|23 233 -|24 223 +|25 213 +|26 212 -
31 311 +|32 322 +[33 333 +|34 323 -|35 313 -[36 312 +

Die Matrix hat daher die Form:

O O O dis dis O
O O O do ds O

d31 d3p diz O 0 dss

Beispiel: Punktgruppe4 Eine vierzahlige Inversionsachse parallebzienthalt eine zweizah-
lige Achse. Deshalb sind nur die 8 Elemente verschieden von 0, die auch in der Kiaskem-
men. Die Achsel bewirkt zusatzlich die Vertauschungen

l1—- -2 2—-1 3—- -3
Dies beeinfluf3t die nicht verschwindenden Koeffizienten wie folgt:

14 =123— 213=25
15=113— —223=-24
31=311— —-322= -32
33=333— —333=—-33 (Null)
36=312— 321=312= 36

Die Matrix hat in diesem Fall folgende Gestalt:
0 0 O diy dis O
0 0 O —dis dis O
d3y —d3; 0 0 0 ds
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(4 unabhéangige Koeffizienten).

Auf diese Weise kdnnen wir die Einschrankungen fur fast alle Punktgruppen ableiten. Ausnahmen:
die trigonalen und hexagonalen Klassen (drei- bzw. sechszahlige Achse parallil tudiesen
Fallen fuhren etwas kompliziertere Rechnungen zu folgenden Beziehungen:

o 3| x3: d111 = —d122 = —d212, d222 = —d112 = —d>o11.
o 6| x3: di11 = di12 = di22 = do11 = d212 = d222=0

o Furbeideidi13 = doos di123 = —do13, d311 = dspp, d133 = dozz = dz12 = dz13 = d323=10

Beispiel: Quarz, Klasse 32. Die Moduli in C/N sind

-23 23 0 -0,67 O 0
0 0 O 0 Q67 46 |-10*?
0 0 O 0 0 0

10 Elastische Verformung

10.1 Das Hookesche Gesetz:
Die Dehnung ist proportional zur Spannung:
€ij = SijkiOkl-

Der Tensor 4. Stufe ;, ist derTensor der elastischen ModulBie Umkehrung dieser Gleichung
ist

Oij = Cijki€kl,
wobei diec;jy die elastischen Konstantereif3en. (Modul = Nachgiebigkeit, elastische Konstante
= Steifheit).
Tensoren 4. Stufe im dreidimensionalen Raum halfes- 81 Komponenten, wovon allerdings
nur 21 (im Falle niedrigster Symmetrie) unabhangig sind. Begriindung:
1. Betrachten wir den speziellen Fall einer Schubspannungsuian, = 0, # 0, alle anderen =
0. Fl','ll‘eij g|lt

€ij = 8ij12012 + 8ij21021 = (Sij12 + Sij21)012.

Allgemein gilt, daf3 nicht;;, unds;;; getrennt, sondern nus; . + s;jx) gemessen werden kann.
Daher setzen wir immer

Sijkl = Sijlk-
2. Betrachten wir den speziellen Fall einer einachsigen Spannung paraflg{rauw o33 # 0). Far
€j UndEjl' gllt

€ = Sijazoaz  und €;; = 533033
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Es ist abek;; = €;;. Damit gilt allgemein
SijkI = Sjikl-
3. Energiebetrachtung. Die Arbeit, die geleistet werden muf3, um den Dehnungszustand zu andern,

Ist
dw = O’ijdEij = O’ijSijkldO’kl.

Bei einer adiabatischen Anderung ist dies die Anderung der inneren Eder§iaher gilt

oUu
3Tkz = 0ijSijki
und
U
8Uij80kl = Sk

DaU eine Zustandsgrol3e ist, mul’ das Ergebnis unabhangig von der Reihenfolge der Differentia-
tion sein. Es gilt daher

Sijki = Sklij-

Analog kann man die gleichen Beziehungen fiirgljg ableiten.

10.2 Matrixdarstellung:

Aus den Bedingungen 1 und 2 folgt, daf3 wir Bgi; undc; i, die Indizesij bzw. ki jeweils zu

einem Index zusammenfassen und die elastischen Parametex &sMatrizen darstellen kon-

nen. Aufgrund der dritten Bedingung sind diese Matrizen symmetrisch. Man schreibt sie daher
Ublicherweise in folgender Form:

S11 S12 S13 S14 S15 S16 $1111 S1122 S1133 251123 251113 251112
S22 8§23 824 S25 826 $2000 $2233 252223 252213 252212
$33 S34 S35 S36 | $3333 253323 253313 253312
Saa Sas Sas | 452323 452313 482312
55  S56 4s1313 4s1312
566 451212
bzw.
C11 C12 C13 Ci4 Ci5 Cip C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112
C22 (23 C24 C25 C26 C2222 (€2233 C2223 (2213 (2212
€33 (€34 C35 C36 | _ (3333 (3323 (3313 (3312
Cas Cas Cag | €2323 2313 (2312
(55 Cse C1313 (1312
Ce6 C1212

Die Faktoren 2 und 4 in der Definition defMatrix sorgen daftr, dal3 bei den friher gegebenen
Definitionen dew - unde-Matrizen folgende Gleichungen gelten:

€ = 80
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und

O; = Cjj€;.
Es folgt auch, da@ = s ist.
10.3 Einflul? der Kristallsymmetrie:

Anwendung der gleichen Verfahren wie bei der Piezoelektrizitat (s. Tabelle). Interessant ist der
Vergleich zwischen kubisch (drei unabhangige Parameter) und isotrop (zwei unabhéngige Para-
meter). Kubische Kristalle sind in ihren elastischen Eigenschaitgt isotrop.

10.4 Elastische Wellen in Kristallen

Die Bewegungsgleichung bei inhomogener Spannungsverteilung ist

. 3Uij
pu; = ——.
an
Mit
1 8ul n 8uk 8ul
O;ji = Cijikl€kl = =Cjj — — | = Cjjkl T
J Jkl €kl 2 Jkl axk axl Jkl axk
folgt
. 3%u,
U = Cijpg————.
P T 0x;0xk

Wir suchen eine Lésung in Form einer polarisierten ebenen Welle
u(r,t) =u’expli(k.r — wt)],
(k = Wellenvektorw = Frequenz). Unter Bertcksichtigung der Eigenschaften

ou ou
— =—iou und — =iku
ot an
erhalten wir nach Einsetzen in die Wellengleichung
pa)zu? = cijukjkiu;.

Dieses homogene, lineare Gleichungssystem fiir die Komponenten des \i&ktwas nur dann
Lésungen, wenn die Determinantengleichung

A1 — po? A2 Az
A Az — pw? Az =0
Az Az Asz — pa?
mit
Al = cijukjky

erfallt wird (Eigenwertproblem). Aufgrund der Beziehungy = cy;; ist A symmetrisch. Es

gibt also immer drei Lésungen, und die drei Losungendtir(Polarisationsrichtungen) stehen
senkrecht aufeinander. Zu jeder Polarisationsrichtung gehort ein bestimmter Wert fir die Frequenz
o und daher fur die Geschwindigkeit= w/k.
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Beispiel: Wellen in einem kubischen Kristak, || [110]. Mit k1 = k> = k/+/2, ks = O folgt

k2
A = E(Cilll + ci1a + ci2u + ci2a),

Nach Beriicksichtigung der Symmetrie erhalten wir schlief3lich fur die Determinantengleichung

o — 2pv° B 0
B o — 2pv? 0 =0,
0 0 Y — 2pv?

mit
o = C11+ Ca4, B = C12+ Caa, ¥ = 2c44.
Die Lésungen sind
y @
200’ =4 a—B (2
a+pB 3
Die Losungen flik° sind:
Lésung (1):

(@ —y)u;+ puz = 0
Bui + (¢ —y)us; = 0.

Dies hat nur die Losung; = u5 = 0, d.h. es handelt sich um eine in [001]-Richtung linear
polarisierte Transversalwelle. Die Geschwindigkeit ist

Ca4
V1 = —_—.

0
Loésung (2):
Bu; + Puy =0,
d.h.u$ = —u$. Es handelt sich um eine in I0]-Richtung linear polarisierte Transversalwelle.
Die Geschwindigkeit ist

C11 — C12

2p

Vo =

Losung (3):
—Bug + Bu3 =0,
d.h.uj = u$. Es handelt sich um eine in [110]-Richtung linear polarisierte Longitudinalwelle. Die

Geschwindigkeit ist
\/011 + c12+ 2ca4
V3 = .
2p
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11 Transporteigenschaften

11.1 Thermische Leitfahigkeit

Ein Temperaturgradient gr@dverursacht eine WarmefluRdichigW m=2):

oT
hl' == _kij_~
an
Die Koeffizientenk;; bilden einen Tensor zweiter Stufe, diéarmeleitfahigkeit.Der Tensor ist
symmetrisch (Onsager-Prinzip) und nimmt daher die Form

ki 0 O
0 k& O
0 O ks

an, wenn die Hauptachsen als Koordinatenachsen gewahlt werden.
Die Tensorflache ist
kijxixj =1
oder in der Hauptachsendarstellung
k1x? + kox5 + kax% = 1.
Diese Gleichung stellt immer eiBllipsoid dar, weil die Hauptwerte immer positiv sind (sonst
konnte Warme in Richtung der héheren Temperatur flie3en).

Der Einfluf der Kristallsymmetrie auf die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe wurde weiter

oben (S. 6) behandelt.

Die Beziehung zwischen dem Temperaturgradienten und der Warmeflu3dichte a3t sich auch tber

denthermischen Widerstang; darstellen:
aT
E = —r,»jhj.

Zwischen den beiden Tensoren besteht die reziproke Beziehank, und fur die Hauptwerte
g|lt rp = 1/kl

Zur Frage nach der experimentellen Bestimmung der Parameter betrachten wir zwei Spezialfalle:

Spezialfall 1: Dinne Platte. Abgesehen von Randeffekten verlauft der Temperaturgradient senk-
recht zur Platte. Wahlen wir diese Richtung.alsAchse, folgt

or  oT
axg_ 8x3_

0

und damit T T T
hy = —kyy—, hy = —kpy—, hz= —kz—.
1 118)61 2 218X1 3 318)(1
da die Komponenteh, und 3 parallel zur Platte verlaufen, messen wir ky. Der Radius des

k-Ellipsoids in Richtung des Temperaturgradienten &y k1.
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Spezialfall 2: Langer Stab. In diesem Fall wird die Warme gezwungen, in Richtung der Sta-
bachse £,) zu flie3en, d.h. es gilt

ho=h3=0
und damit
oT 5 oT 5 oT 5
_ = —r , —_— = —r s —_— = —7r .
axl 11711 axz 2171 8X3 3171

Die Temperaturdifferenz zwischen den Enden ergibtox; und damit-;. Mit diesem Verfahren
messen wir den Widerstandstensor.

11.2 Elektrische Leitfahigkeit

Zwischen der elektrischen Stromdichtedem elektrostatischen Potentaldem elektrischen Feld
E, der elektrischen Leitfahigkest und dem spezifischen Widerstapdbestehen die Beziehungen

Ji = _Uika_ = o Ex

Xk
und 36
E; = _a_x,» = Pik Jk
mit p = o~ L.

Die Joulesche Erwarmung(Leistung pro Volumeneinheit) ist durch das Skalarprodul ge-
geben:

q = jiEi = piJji jk-

11.3 Kombinationen von Flissen: Onsager-Prinzip

Sowohl die Gleichung fur Wéarmeleitung als auch die fur elektrische Leitung lassen sich in der
abstrakten Form
J=LX

schreiben. J ist der Flu3 (Warme- oder Ladungsstromdichtg)jst die treibende Kraft (nega-

tiver Potential- oder Temperaturgradient), uhdst die Stoffeigenschaft, die die Abhangigkeit
beschreibt. Das gleiche gilt fir andere Transporteigenschaften (z.B. Diffusion).

Bezeichnen wir die elektrischen bzw. thermischen Eigenschaften mit den Indizes 1 bzw. 2, so ha-
ben wir zunachst die Gleichungen= L;X; undJ, = L,X>. Herrschen jedoch beide Gradienten
gleichzeitig, werden sie sich im allgemeinen gegenseitig beeinflussen (thermoelektrische Effekte),
und die Gleichungen mussen verallgemeinert werden:

J1 = L11X1+ L12X>o
Jo = L X1+ LypXo
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Nach dem Prinzip vo®@nsagemilt bei ,richtiger* Wahl der Fliisse und der Krafle, = L,; oder
allgemein fur eine beliebige Anzahl von Flissen und Kraften

Lij == L]l
Die ,richtige” Wahl bedeutet:

1. die Priméareffekte (Temperaturgradient Warmestrom, elektrisches Feld LadungsfluR)
missen die Diagonale der Matrix bilden,

2. die Krafte mussen so definiert werden, daf3und L ;; die gleichen Dimensionen haben.

Im hier betrachteten Fall wird die zweite Bedingung durch folgende DefinitioneX fiumd X,
erfallt:

X1 = —gradp
X, = —(1/T)gradr.

Die nichtdiagonalen Koeffizienten haben dann die MaReinheiterir@s und nach Onsager den
gleichen numerischen Wert.

12 Optische Eigenschaften von Kristallen

12.1 L6sung der Maxwellgleichungen

Maxwell:
VxH = j+D
VxE = —-B
mit
Di = EoEijEja Bi = [,Lo[,Linj.
In transparenten Kristallen gilt meistens
J= 0, Mij = 51’1
und damit

VxH = D
VxE = —u.H.

Wir suchen Losungen als linear polarisierte Wellen:

E = E°expli(wt —k.r)],
H = H°expli(wt —k.r)].
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Fir die komplexe Exponentialfunktion kdnnen wir die Operatoren wie folgt ersetzen:
a

— =iw, V = —ik.
ot

Damit folgt aus den Maxwellgleichungen:

kxH = —wD,
kxE = upu.oH.

Aus diesen Gleichungen erkennt man sofort folgendes:
1. Die VektorenH, D undk stehen senkrecht aufeinander.

2. E ist im allgemeinen nicht paralldD, steht aber senkrecht a#if und liegt damit in der
Ebene, die durcl® undk aufgespannt wird.

3. Der Poynting-VektoS = E x H ist nicht parallel zu, d.h. der Energieflul? verlauft nicht
senkrecht zu der Phasenebene.

Wenn wir H aus den letzten beiden Gleichungen eliminieren, erhalten wir
wow’D = k*E — (k.E)k,

und schlielich mit = k/k (Einheitsvektor in Richtung des Wellenvektdksundv = w/k
(Phasengeschwindigkeit der Welle)

wov’D — E + (1.E)I = 0.

Wir wahlen die Hauptachsen des Dielektrizitatstensors als Koordinatenachse. Dafpn gilt
D; /e.€; und
(2 )
"7 (Leser) — pov?’
Die BedingungD.l = 0 (D steht senkrecht audj fuhrt zu der Gleichung

1? 12 12
2 : > T3 : > T3 : ;=0
mit
1 c c
‘Ul» e e = —,
VHoEE € n

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist.

Die obige Gleichung ergibt fur jede Richtung vérzwei mogliche (positive) Losungen fur die
Phasengeschwindigkeitbzw. fir den Brechungsindex = ¢/v. Zu jeder Losung gehdrt eine
entsprechende Losung flx, d.h. fur die Polarisationsrichtung. Bezogen auf den Brechungsindex
n lal3t sich die Gleichung auch wie folgt formulieren:

i i 5

(n/ny)?—1 + (n/ny)?—1 + (n/n3z)?>—1

=0. ()
Diese Losungen werden am einfachsten geometrisch durch die sog. Indikatrix dargestellt.
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12.2 Die Indikatrix

Die Indikatrix ist ein Ellipsoid mit den Hauptachsenlangegnn,, ns:

2 2 2
X1, X2 | X3
—2+—2+—2=1. (2)

Der Querschnitt der Indikatrix senkrecht kust eine Ellipse, deren Hauptachsen die beiden Pola-
risationsrichtungen des Vektoix sind. Ferner ist der Brechungsindex jedes Polarisationszustands
durch die Lange der ihm zugeordneten Halbachse gegeben. Beweis:

Fur jeden Vektor auf der Ebene senkrechikzyilt
l1x1 + loxo + l3x3 = 0. (3)
Die Ellipsenhauptachsen sind durch die Extremwerte von
r?=xZ+ x4+ x5

unter den Nebenbedingunge?) Und @) gegeben. Wir verwenden die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren, d.h. wir setzen die Ableitungen der Funktion

2 2 2 X x5 X
F=X1+X2+X3+O( —2+—2+—2—1 + B(lixy + loxo + [3x3)

1 N N3

nachxs, xz, x3 gleich O und erhalten

Bli

Xi=———5—.
2(oz/ni2 + 1)

Setzen wir diese Ldsung irB)Y ein, erhalten wir eine Gleichung, die identisch nii} {st, wenn
wir a mit —n? gleichsetzen. Damit ist bewiesen, daR die Hauptachsen des Querschnitts die Po-
larisationsrichtungen angeben. Wir missen nur noch zeigen, daf} die Langen der Halbachsen die
Brechungsindizes ergeben.
Schreiben wir
X1 = —)/ll
(n/n1)?2—1

kénnen wiry aus @) bestimmen und erhalten fiif:

usw,

h 5 ;5
5 (n?/n5 — 12 (n®/n5—1)2  (n®/n;—1)?
r= 2 2 2
ll 12 l3

+
ni(nz/ni — 1)2 ng(nz/ng — 1)2 n%(nz/ng — 1)2

Wenn wirr? = n? setzen, vereinfacht sich diese Gleichung 2u (
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13 Thermodynamik der Gleichgewichtseigenschaften

Beziehungen zwischen elektrischen, thermischen und mechanischen Eigenschaften. Haupteffekte:
T— S dS=(C/T)dT Warmekapazitat
E— D le = EoKl'jdEj Dielektrizitat
o — € dE,’j = sijkldakg Elastizitat

Gekoppelte Effekte:

T— ¢ thermische Ausdehnung
o—S piezokalorischer Effekt

€ —S Deformationswéarme
T—o thermischer Druck

E— S elektrokalorischer Effekt
T — D pyroelektrischer Effekt
D— S

T—E

o — D piezoelektrischer Effekt
E— ¢ inverser piezoelektrischer Effekt
E—o

D— ¢

thermoelastische Effekte

thermoelektrische Effekte

elektromechanische Effekte

13.1 Thermoelastische Effekte

Wir betrachtenS unde;; als Funktionen vom;; undT':

0€;; €, ;
dey = (—2) d —Z)dr 4
U <aUkZ>T,a’ ou <3T ){7 ( )

N N
e 22 ) dr
dS <8le )T,o./do—kl + (3T>Gd ’ (5)

wo o’ ,alle o aulReroy” bedeutet.
Physikalische Bedeutung der Differentialkoeffizienten:

de;j . N
sy = ] ; isotherme Elastizitatsmoduln
/ aO’kl T.o'
dejj , -
o = (%) ; thermische Ausdehnungskoeffizienten

(;—S> = isotherme Entropiezunahme durch Spannung (piezokalorischer Effekt)
Okl T,o'
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N . :
c°=T (8_T> : Warmekapazitat bei konstanter Spannung.

Die freie Enthalpie ist
G=U— O0ij€ij — TS.

MitdU = TdS — Uijdeij fOIgt
dG = _Eijdaij — SdT.

Es gilt aber

und damit

Die Bedingung
0 0G (9 aG)
T J,\d0i; )y \d0ij Jp, \OT ),

fuhrt dann schlieBlich zu
(86_’1> _ (E) (6)
aoT 0_ aO’U T,()'/.

Die nichtdiagonalen Differentialkoeffizientenin den Gleichungen éijrehd dS sind daher gleich.
Wenn wir nur lineare Effekte (1. Ordnung) bertcksichtigen, lassen sich die Gleichungen in folgen-
der Form schreiben:

€; = siiklakl—i-ozijAT
AS = wjoij+ (C°/T)AT,

oder in der Matrixschreibweise:

€ = SiYJTO’j-FO(iAT

Noch kompakter ist die Schreibweise, in der die Matrizen durch einzelne Buchstaben dargestellt
werden:

€ = slo+aAT
AS = o'+ (C7/T)AT,

wo o' die Transponierte der Matrix ist. (Die Dimensionen der Matrizen (SpaltenReihen)
sind:s:6x6,¢6,0,:1x6,a":6x1.)

Die Beziehungen zwischen ,Deformationswarme” und ,thermischem Druck® werden aus dem
Ausdruck fur diefreie Energieabgeleitet:

F=U-TS,
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dUu = Uijdeij — SdT.
Die bekannte Bedingung der zweiten Ableitungen ergibt

0S5 . aO’U
€ij Jro AT ). o

Interpretation: Der DifferentialkoeffiziendS/de;;)r.., mit T multipliziert, ergibt die Warmemen-

ge, die aufgenommen wird, wenn das System bei konstanter Temperatur verformt wird, wéahrend
(00y;/0T). - die Spannung ergibt, die durch eine Temperaturanderung ohne Deformation erzeugt
wird. Diese Koeffizienten haben unterschiedliche Vorzeichen aber den gleichen Betrag.

Auf ahnliche Art und Weise kann man die Beziehungen zwischen den Koeffizightgie; ;) s
(Temperaturanderung bei adiabatischer Verformung)@ag /0S). (Spannungsanderung durch
Warmezufuhr bei konstanter Verformung), sowie zwisct&n; /9.5), . (Verformung durch War-
mezufuhr bei konstanter Spannung) ad/do;;)s (Temperaturanderung durch adiabatische Span-

nungsénderung) ableiten:
oT . aO’U
aeij S,e’_ N e.

dey) __ (9T

S ). \doy )§
Zusammenfassung dktaxwellgleichungerider Einfachheit halber werden die Indizes weggelas-
sen):

dey _ (28

aT ), \do ),

WY _ (2%

de ), aT ).

aT (0o

de Jo  \as /L

() - (&)

3s ), do )
13.2 Einbeziehung der elektrischen Effekte

Entsprechende Beziehungen lassen sich auch fir thermoelektrische und piezoelektrische Effekte

ableiten. Sie lauten:
oD 0S5
(57), = (),
0S5 0E
(55), = - (57),
oT oE
(), = (),
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(5), = (&),

(5),
~(3%)
()
8_D>g - (29

Fir kleine Effekte im linearen Bereich lauten die Gleichungenr fil? und A S als Funktionen der
Variableno, E undAT:

bzw.

oY)
> m|m
N—
= Q
I I

TN TN TN/
QJQJ|°J QJ|QJQJ
mn N[ /A
—
)
Il

€j = Sl»?]’dTO’kl + dlngk + OlgAT
D; = dlioyn + «7'E; + pIAT
AS = afo; + plEi + (C7F/T)AT,
bzw. in der Matrixschreibweise:
e = sPTo + d/E + a“AT
D = do + «kE + p° AT
AS = afe + PpE + (COE/T)AT

13.3 Beziehungen zwischen den unter verschiedenen Bedingungen gemes-
senen Koeffizienten

Verschiedene Parameter kdnnen konstant gehalten werdeff,,ABE, D, o odere. Beispiel: die
adiabatischen und isothermen elastischen Konstanten (bei konstantem elektrischen Feld). Wenn
wir d7 aus @) und ) eliminieren und die Beziehun@) verwenden, erhalten wir

(o)~ ()= ). G ) ()
dow Jg  \dow ), aT )\ oT J\8s )
oder in der Tensorschreibweise

St — St = —eijoua(T/C7)  (E konstant)
Die folgenden Beziehungen kdnnen durch Analogie bewiesen werden:

Si?kl — Si'sz = —dy;jdua By, (T Konstant)
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(B ist der zuk reziproke Tensor, d.hg}, = (0E;/dD;),.)

ki =k, = —dindjmnCy,, (T konstant)

ki — k= —pipj(T/C*) (o konstant)
CP —C* =—Tpip;B); (o konstant)
CE—(C° = —Toz,»jozklcg.kl (E konstant)

Gekoppelte Effekte:

€ o _ E _ET 4T

P — P = _ajkcjklmdilm
D E _ _ gT po o

O — oG = dkij kP

diy —dfy = =p{ (T/C™F)ar.

GroRRenordnung der Effekte:

Relative Differenzen in %

sSE T E 0.1

¢D.T _ GET 1
K€ T __ Ka,T 1
kS5 —kTe  0.0001

cPe —CEe 0.0001
cefE—coF 01

pS—p° 100
al —af 1
ds—d7 0.1

13.4 Thermoelektrizitat
13.4.1 Thermoelektrische Effekte in isotropen Leitern

Es gibt drei Haupteffekte:

e Seebeck-Effekt: Wenn ein Kreis aus zwei verschiedenen Materialieh gebildet wird,
und die beiden Ubergangsstellen bei unterschiedlichen Temperaturen gehalten werden, ent-
steht in dem Kreis eine Spannubig= A¢ — die thermoelektrische Kraft —, die fur kleine
Temperaturdifferenzen proportional Ar ist:

Ap = T AT.

wo X, nur von den beiden Materialien abhangt.
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e Peltier-Effekt: Fliel3t ein elektrischer Strom durch die Kontaktstelle zwischen zwei Mate-
rialiena, b, so wird an der Kontaktstelle bei konstanter Temperatur Warme entwickelt oder
absorbiert. Die Warmeleistung ist proportional zum Strlbond zum Peltier-Koeffizienten
IT,:

Q = [ul.

e Thomson-Effekt: Wenn ein homogener Draht des Materialmit dem Widerstand? von
einem konstanten Stroth (in x-Richtung) durchflossen wird, und gleichzeitig ein Tempe-
raturgradiend 7' /ox eingestellt wird, beobachtet man die Warmeentwicklung

) oT
Q= RI*? — t,]—
Joule _——
Thomson

wobeiz, ein Materialparameter (Thomson-Koeffizient) ist.

Die ParameteE, IT undz sind durch die sog. Thomson-Beziehungen miteinander verbunden. Um
diese abzuleiten, betrachten wir einen Stromkreis aus zwei Materialiel b, wobei zwischen

den beiden Ubergangsstellen ein kleiner Temperaturunters@tifetierrscht. Im allgemeinen
flieRt ein Warmestron® von einer Verbindung zur anderen durch beide Drahte und ein elektri-
scher StronT um den Kreis. Eine nach Onsager geeignete Darstellung der Beziehungen zwischen
den thermodynamischen Kraften und Flissen lautet:

I = —LuA¢— LiAT/T,
O = —LnA¢ — LypAT/T.

L1 und Lo, stellen die Primareffekte (elektrische Leitung bzw. Warmeleitung) dar. 7Mit 0
(Kreis unterbrochen, kein Peltier-Effekt) folgt aus der ersten Gleichung

a6 _ Liz

AT ~ 77 LT’

und mitAT = 0 (nur Peltier-Effekt) aus beiden Gleichungen

' L
Q_p,-La
1 L1

SchlieRlich folgt mitL1, = L,; (Onsager)

Eine weitere Thomson-Beziehung ist eine Konsequenz der Energieerhaltung (1. Hauptsatz): Fur
den Kreis gilt folgende Energiebilahz

Iwir vernachlassigen hier die Joulesche Warme, die proportigniat und deshalb im Grenzfall kleiner Effekte
gegenuber der Thomsonwéarme verschwindend klein ist.
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Peltier-Effekt an der kalten Stelle I,,1
. oI,
+ Peltier-Effekt an der warmen Stelle— (l‘[ub + aTb AT) I

+ Thomson-Effekt im Draha —1,IAT
+ Thomson-Effekt im Drahb T, IAT
= elektr. Leistung IAg.
Mit Ap/AT = I1,, ergibt diese Bilanz
anab Hub
— lag = - ) 7
BT = s T (7)
oder mit Hilfe der ersten Thomson-Gleichung
DI
—T0=T ) 8
Ty — T o7 (8)
13.4.2 Fluidichten in homogenen, isotropen Medien
Die FluRgleichungen lassen sich wie folgt verallgemeinern:
J¢ = —aVp—BVT/T 9)
h = —BVa—yVT/T. (10)

Hier bedeutefj¢ die Elektronenstromdichte und ist durch

. e

J=-—ej
mit der elektrischen Stromdichte verbundeh.ist die Warmestromdichte, und das elektro-
chemische Potential, das aus einem chemischernuTeild einem elektrischen Te#te¢ besteht:

n=pn—ep.
Die Bedeutung vor 4Rt sich durch folgende Uberlegung ableiten: Betrachten wir ein homogenes
Material (Vi = 0) ohne TemperaturgradientevilT = 0), dann gilt

Jji=—j/e =aeVo.
Das Produktre? entspricht daher der elektrischen Leitfahigksitd.h.
a=0c/¢® bzw. o t=ep.
Wenn wirV i aus Q) und (10) eliminieren, erhalten wir
h=TXj°—kVT,

mitk = —(a~1B2—y)/T (die Warmeleitfahigkeitbej¢ = 0) undX = o~18/T. Der EnergiefluR
ist
J'=h+pj =TE+n)j°—kVT.

Die Rate der Warmeentwicklung istV. j*. Mit V.j = 0 (stationarer Zustand) erhalten wir

—V.j"=e*p(j)%— TjVE +V.(kVT). (11)
Joule  thermoelektr. Leitung
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13.4.3 Ableitung der thermoelektrischen Effekte

Seebeck Aus (9) folgt mit j¢ = 0 (kein Strom)
V(i —ep) = —2VT.

Wir integrieren diese Gleichung um einen Stromkreis bestehend aus den Metaheid. Es gilt
fdu=0,§dp = Apund¢§ 2dT = (T® — Z@O)AT, wo =@ und = die Werte vonx in den
beiden Metallen bedeuten. Wir erhalten dann:

Ap = (2O — XNAT /e = S, AT.

Peltier Nach (1) ist die thermoelektrische Warmeentwicklung pro Volumeneinheit
g=-Tj°VX.

Betrachten wir eine konstante Stromdichte senkrecht zu einer Grenzflache zwisehdi®, so
betragt die Warmeentwicklung in der Grenzflache aufgrund des Sprunges in

0=-TEY -2 /e =TI
(Daraus folgt die Thomson-Beziehuny, = —TX,;.)

Thomson Situation: TemperaturgradientinRichtung in einem homogenen Draht mit konstan-
tem Querschnitid, Strom/ in x-Richtung:

. T.eaﬁ
q=1] ax
Die Warmeleistung in einem Langenelementist
gAdx = Tj°AdX =T (J/e)dX = —7IdT.
Fur 2 Metallea undb erhalten wir
T 9 (50— 9
T, — Ty = ——70m= - )
b edT

und damit die andere Thomson-Beziehu8y (

13.4.4 Thermoelektrische Effekte in Kristallen

In Kristallen sindp, ¥ undk Tensoren zweiter Stufe. Die Gleichung fur die Warmeleistung (s.
z.B. Nye, S. 224ff) lautet:

X 5 L 0 . 0 aoT
. mo__ m e e T ez m + km — . 12
0X,, M 0X,, (Jl : ) 0X,, ( laxl (12)
Joule thermoelekir. Leitung

Alle thermoelektrischen Eigenschaften sind also durchtdermoelektrischen Tens@&, der im
allgemeinen nicht symmetrisch ist, bestimmt.
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13.4.5 Einflul3 der Kristallsymmetrie

Triklines System (beide Klassen): keine Einschréankungen.

e Monoklines System (alle KlassenX; = ¥y = Y3 = X3, = 0.

e Orthorhombisches System (alle KlasseR); = O flr j # k.

e Kubisches System (alle Klassery);x = O flir j # k, 11 = ¥ = ¥as.

Trigonal, tetragonal und hexagonal:

— Klassen3, é, 4, Z]-, 4/m6, 6, 6/m Y3 = Yoz = Y31 = 23z = 0, X1 = 2o,
Yip=—%2

— Klassen32, 3m 3m 422 4mm 42m 4/mmm 622, 6mm 6m2 6/mmm %, = 0 fur
J#Fk, Z11= 2.

Der transversale Peltier-Effekt Betrachten wir eine konstante Stromdiclite= (¢, 0, 0) ent-

lang eines Stabs aus einem nichtkubischen Material. Die nichtdiagonalen Terme bewirken, daf3 ein
Warmeflu3 quer zum elektrischen Strom entsteht, und ZWwarx12 in x,-Richtung undr'j¢ X 13

in x3-Richtung. Entsprechend wird Warme absorbiert bzw. abgegeben an den Seitenflachen.

Die Thomson- und Bridgman-Effekte Wenn wir die im mittleren Term der rechten Seite der
Gleichung (2) enthaltene Ableitung durchfihren und dabei beriicksichtigenXgagowohl vom
Ort als auch von der Temperatur abhangt, erhalten wir insgesamt drei Beitrage zum thermoelektri-

schen Effekt:
. e az:lm .o az:lm oT ajle
q=—pT\w—)—uT ——— —I'Z—.
0Xm Jr oT ], 0xy 0X

Peltier Thomson Bridgman

Der erste und der zweite Term auf der rechten Seite stellen die Peltier- bzw. Thomson-Effekte dar,
woraus man die Thomson-Beziehungen fir Kristalle ableiten kann:

My =TZi/e und T (9%
ik = ik/€ Tik = —— .
k k k o\ o7

In einem isotropen Stoff ist der dritte Term+ {29 /9x;) immer O fir stationare Zustande , in
einem Kristall fuhrt er jedoch zu einer Warmeentwicklung bei einer Veranderurigidatungdes
Stromes (Bridgman-Effekt).

33



